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RESUMEN

El presente trabajo contribuye a la critica de los métodos clasicos de
estimacion local y presenta una nueva técnica conocida como “‘El Krigeage"”
que supera el empirismo y arbitrariedad de los métodos cldsicos.

El Krigeage es el estimador lineal optimo, que permite no sélo conocer el
error que se comete al estimar la ley de un bloque de explotacion en
'funcion de la ley de los sondajes, sino que también minimiza este error de
estimacion.

El Algoritmo es presentado en Algol-W lenguaje oficial de eventos técnicos
y cientificos internacionales.

Ing. MARIO BENDEZU CH.

Profesor del Dpto. de Minas
Universidad Nacional de Tacna
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GENERALIDADES

El yacimiento en estudio es de tipo porfiritico
reconocido por una malla de sondajes como el

mostrado en la fig, 1
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Tanto para la evaluacion del recurso, como para
el disefio de la mina se tendra que definir el modelo
de la mina: tamafio delos paneles de explotacion, y la
seleccion de los paneles segin una ley critica o ley
de corte: se enviara a la planta concentradora aquel
bloque cuya ley es superior a una ley de corte y al
botadero o estéril aquel bloque cuya ley es inferior a
esta ley de corte. A fin de identificar el destino de
cada uno de los bloques o paneles de explotacion del
yacimiento, hay que evaluar de la mejor forma
posible la ley de estos paneles.

Consideremos los paneles (1) y (2) de la fig. No.
1, una solucion posible podria ser atribuir al panel la
ley del sondaje central, al hacer esto estariamos
cometiendo un error sistematico de sobre-estimacion
(panel (1) de la fig. 1) al suponer a la ley de sondaje
central como ley de bloque y por tanto se corre el
riesgo de enviar a la planta un bloque con una ley
inferior de corte, y para el otro caso (panel (2) dela
fig. 1) estariamos cometiendo un error sistematico de
sub-estimacion por lo que dicho bloque seria
categorizado como estéril corriendo el riesgo de
enviar al botadero un panel (bloque) con una ley
superior a la ley de corte.

Como notara estos errores se cometen al estimar
un panel solamente con la informacion existente al
interior del panel.

Los métodos clasicos de estimacion si bien no
permiten precisar una caracteristica importante de la
mineralizacion como su variacion espacial(estructural)
en cambio, conceptualmente en forma correcta,
circunscriben alrededor de una muestra un area o
volumen geométrico de influencia.

El formulismo de la geoestadistica, desde que da
cuenta del recorrido espacial de la variable en estudio
(ley de metal por ejemplo) no sdlo que reconoce un
area de influencia alrededor de la muestra, sino que
ademas la determina cuantitativamente.

Por lo tanto para nuestro proposito de estimar la
ley del panel tendremos que considerar no solo la
informacion al interior del panel sind también la
exterior.

EL METODO CLASICO DE LA ESTIMACION DE
PANELES

Analicemos el método clasico de estimacion utilizado
muy a menudo por la escuela norteamericana. “El
inverso de la potencia de la distancia”.
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El estimador definido por este método es:

ooty %
i=1 di2
donde
Z; = ley de laiésima muestra,
d; = distancia de la iésima muestra

al centro del panel

;Qué limitaciones y deficiencias tiene el estimador
arriba definido?

1. No tien ninguna justificacion analitica desde que
- no existe ninguna ley fisica o matematica que nos
asegure su validez.

2. No considera el tamafio ni la forma del panel que
se desea estimar, es decir para cualquier forma
que tenga el panel se utilizara el mismo
estimador.

3. Una muestra ubicada en el centro del panel
tendra una distancia cero, por tanto el cuadrado
de su inversa sera indeterminado. Cabe preguntar
Jqué “significacion tiene esta muestra en la
estimacion?

4. No se conoce en qué medida el estimador Z* se
acerca al valor Z verdadero del panel, aun
desconocido. Es decir en éste método no hay
ninguna posibilidad de medir el error cometido al
hacer la estimacion del panel.

EL KRIGEAGE

Dada una serie de datos, puntuales o no, dentro
del campo de una regionalizacion intrinseca, el
problema del Krigeage consiste en encontrar el mejor
estimador posible de puntos no conocidos dentro del
campo de dicha regionalizacion, por ejemplo:
Estimacion de paneles de explotacion, teniendo en
cuenta la informacion disponible, es decir las leyes de
las diferentes muestras tomadas, ya sea al interior o
exterior del panel que se desea estimar. El Krigeage
consiste pues en hacer una ponderacion, es decir
atribuir un nivel de significacion a cada una de las
muestras que toman parte en la estimacion, estos
ponderadoresjson calculados de manera de hacer

minima la varianza de estimacion resultante teniendo
en cuenta las caracteristicas geométricas del problema
(forma, dimension y ubicacion relativa de las
muestras y del panel).

Fig. N°3

"El-estimador defmido sera:

Z*— A\ Z1+7\z Z2+7\3Z3

donde A i

sea calcular.

i =1, 3eon los ponderadores que se de-

Como es natural el Krigeage atribuira
ponderadores poco significativos a las -muestras
alejadas y mas significativos a las muestras mas
cercanas.

Pero esta regla intuitiva puede caer algunas veces
en error cuando aparecen fenomenos mas complejos
como el efecto de pantalla. Naturalmente no sera
posible resolver el problema del krigeage, es decir
calcular efectivamente los ponderadores optimos que
deben atribuirse a cada muestra sino en la condicion
de hacer ciertas hipotesis sobre las caracteristicas
geoestadisticas del yacimiento que se estudia, es
decir, conocer el variograma o la funcion covarianza
de la Funcion Aleatoria, de los que las leyes puntuales
constituyen una realizacion.

El principal interés del Krigeage se deduce de su
definicion misma, el de minimizar la varianza de
estimacion, es decir el de sacar el mejor partido
posible de la informacion disponible o si se prefiere,
de obtener la informacion mas precisa posible del
panel en cuestion. Esta ventaja es frecuentemente
notable a pesar de las complicaciones secundarias que
introduce necesariamente una ponderacion.
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El interés practico —el mas importante del
Krigeage— es el que permite evitar un error
sistematico.

FORMULACION MATEMATICA DEL KRIGEAGE

Sea Z(x) una funcion aleatoria estacionaria de
covarianza conocida y esperanza no conocida

K y)= 0(xy)

La ley media del panel (Ley verdadera) en estudio
sera:

7 = 1 7 d )
v \'

ain desconocida, la que seri estimada a partir de una
cierta cantidad de informacion (muestras) disponibles

n
Z¥ = T NI (2)

que sera el estimador de la ley del panel el que ha de
cumplir dos condiciones:

1. Ser un estimador no sesgado (centrado) es decir
que la suma de los ponderadores A, debe ser igual
ala unidad, en efecto :

B [2)=E[Z NZ)

n
Bl*l= 2 % ElZ)
1=
n
m = 2 A:m
1=1 1
n
P (3)
i=1

La ecuacion (3) es conocida como la condicion
de universalidad.

2. La varianza de estimacion sea minima
Como la discrepancia o error cometido sera igual

a la diferencia entre la ley estimada y la Ley
Verdadera del panel

d = Z%*%-12

entonces la varianza sera definida por :

Elz-2%%] =E [(z__:% VALE

_ E [22]—2E[Z.§17g Z.] -+
EL(Z N %))

n
E[Z2)-23
i=1

N EZZ) 4

E[(Z N\ Z)?%] 4
i =1

1=

Desarrollando cada uno de los términos de esta
ecuacion

El primer término de la ecuacion (4)

n
z [(Zi—m)2 t 2m Z, -m2]

1=




E[@Z%)] =

El segundo término de la ecuacion (4)

De la definicion de Covarianza entre 2 elementos

(2~ m) (% — m)

n

n
n
T Z
E(Z.Z.]) i=1
3 Z
j=1 2
m] + fm
n n

= E[Z;Z]-2m? + m?

aplicando esta ecuacion en el segundo término
tenemos :

n
2 3 NG +m?)
i1

el altimo término de la ecuacion (4)

n
E[(Z 7\iZi)2] =
i=1

n n
i=1 j=1

n n
E[Z 2
=1 j=1

n n
z T E[MNZZ]
izl j=1 i HG

n n
= X T MNNEI[Z:2Z:)
i1 j=l i) 'l

n
ENZ A zp2) =
i=1
n n 9
= Z Z N N(o; tm€)........
iz j=1 i 4
Reemplazando (5), (6) y (7) en la ecuacion (4)

E[(Z*-2)%) =

n . n
P =1 i=1

n n
> kiN(oij+m2) _

i=1 j=1

n
- 02 +m2_ 2% )\ioip +
P i=1

n n

n
m2[E

T OMN-2Z A) 4
i1 j=1 i1
n n R
3 ) N O
1 1 Y

por la condicion de universalidad

n .
T N =1
i=1
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n n
yeomo: T 2 M A=l

=1 j=1

n
E[(Z*-2)1=0%2 -2 2 No, *
P i=1

n n
3 T A )\J Ofj ovrreeinneens (8)

Luego nuestro problema sera determinar los va-
lores de los coeficientes de ponderacion que hacen
minima esta varianza, para lo cual recurrimos al for-
mulismo de Lagrange.

Sea

n n
Mo + Z X AN

\U;Uz -2 %

i=1

La funcion varianza de variable A ligadas entre si
por una relacion  funcional ¢ (y) =0 y se quiere
determinar los valores de los ponderadores A] que
minimicen la funcion

vtud =0

siendo M el parametro de Lagrange, y la ecuacion de
enlace o condicionante sera:

n
p= Z )\ -1 (10)
i=1
La ecuacion (9) quedara escrita como :
n
gt u (2 AN-D =0 ........ (11)
i=1

derivando la ecuacion (11) con respecto a los ponde-
radores A ;

n
(T N-1D)
v i=1

N AN

v 0(Z) A1)

= -H
A 3 A;

haciendo 4 2 7 y derivando la ecuacion (12)

R n
__.___=_201 + 2 3 )\l 01 = 2V
3\ =1

ﬂ ' n

= 209, +2 _E_l Ajop =2V
87\2 1=

oV n
= —20,+2Z Aoy =27
N, Pz

estas ecuaciones y las de enlace, forman un sistema de
n+ 1 ecuaciones con n+ 1 incognitas las que final-
mente se pueden escribir

n

El A‘J OiJ - Ulp =V ¥] —1,11

n

T AN =1 (13)
i=1

Este sistema es conocido con el nombre de Siste-
ma de Matheron del que se obtiene los valores de A ;

que minimizan la varianza de estimacion.
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VARIANZA DE KRIGEAGE

ENZ-2%%]) = E[(Z- 2 A;Z)?]

i=1
9 n n n
=1 j=1 i=1

n n
- o2 + I ON(Z Aoy)

=1 ]:].

n
2 N o0
i=1 P

reemplazando la primera ecuacion del Sistema de Ma-
theron dentro del paréntesis tenemos:

v2Kk- E[(Z-2%)%] =

2 n
a
P — 2 A(g,tV) -

i=1
n
2 'E A %ip
l-*;l

n
2 2
oK°“= 9 +V#.21 A, 0
1=

La ecuacion (14) es la Varianza de Krigeage

CONSIDERACIONES PARA NUESTROS PROBLEMA

A continuacion, presentamos el algoritmo mate-
matico correspondiente a la resolucion del Krigeage
aplicado al yacimiento El Aguila - Modelo B, cuya
ecuacion del variograma sigue el esquema de tran-
gicion de Formery, el tamafio de los paneles es de 25
x 25 x 10 y se evaluara en total 9,639 paneles corres-
pondientes 80lo a 21 bancos.

1Y

A

Fig. N* 4

donde :
Co s conocido como el efecto de pepita

C -

a es el alcance

y la ecuacion correspondiente a la funcion intrinseca
de Formey sera :

Y(h)= Co + C [1- eM/2]

...... (15}
la covarianza entre los elementos puntuales sera:
Oij = CO—C—'Y(h) ...... (16}
013 :CO—C-—C [l—e'h/a]
g =C. eha (17)

La covarianza muestra-panel se deduce de la defi-
nicion de covarianza de elementos puntuales.

0 =El(Z-m) ¢-m)]

2 .
E[ZiZj+m —mZi-—mZJ]

V2E [(Z;-m)? - (- Z)°]

It

1/2E [(Z; - m)? ]+ 1/2E - m)?] —

1/2E [(2;- 7))
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como E [(Zi-m)2] = E[(Zj-m)zl

taabién  y(h) = 1/2 E [(Zi - Zj)z]

entoncens Oij: 0i2 — v(h)

y la covarianza entre elementos no puntuales sera :

2 —
Gp = 6%~ T

donde ~ (h) es el valor medio del semivariograma
cuando h es la distancia entre dos puntos que re-
corren independientemente uno la muestra y el otro
el panel.

La covarianza muestra-panel sera para nuestro es-
quema

-h/ .
O = C.e ™M (18)

donde h es la distancia entre el punto iy cualquier
punto del panel.

h = £() = Vixp2 e v-0)

. ¢ Yav/ (x-p2e(y-q° dxd
g, = lszve Vx-p)TH(y - dxdy
wn(19)
donde: ¢ es la meseta del variograma
a alcance

1 lado de la base del panel
p»qy coordenadas del punto muestra

v recinto de integracion

En cada banco la integral de la ecuacion (19) se
calculara tantas veces como nimero de muestras en-
contradas a una distancia al centro del panel a esti-
marse menor o igual al alcance del variograma. Ver fi-

gura No. 5.

Fig N°5
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EL PROGRAMA PARA EL COMPUTADOR

El programa es preparado en Algol - W debido a

que este lenguaje presenta bastante ventaja sobre los
demas existentes en nuestro medio; es el lenguaje mas
logico, coherente y sencillo —el mejor lenguaje con
que hasta ahora contamos en el pais— y no tiene en
este sentido punto de comparacion con los demas len-
guajes de computacion.

Son caracteristicas del Algol - W :

A la vez que genera, describe el proceso lo que
permite interpretar y entender con facilidad el
algoritmo que se esta efectuando.

La recursividad del lenguaje en virtud del cual un
procedimiento puede llamarse a si mismo.

Asignacion dinamica de memoria :

Como la ejecucion del programa se hace por blo-
ques, cuando una instruccion se esta ejecutando
en un bloque y pasa a ejecutarse otra en el si-
guiente bloque, la memoria ocupada por las ins-
trucciones del bloque anterior es dejada libre y
puede ser ocupada por las instrucciones del blo-
que que se esta ejecutando; asi casi no hay posi-

bilidad de agotar la memoria disponible del com-
putador por muy grande que sea el programa.

La velocidad de compilacion y ejecucion.

Para la estimacion de un panel, tenemos que seguir los
siguientes pasos :

Seleccionar entre todas las muestras aquellas cuya
distancia del centro del panel sea menor o igual al
alcance del Variograma.

Calculo de las Covarianzas muestra - muestra en-
tre todas las seleccionadas.

Calculo de la Covarianza muestra - bloque, donde
la integral de la ecuacion numero (19) habra de

calcularse tantas veces como muestras sean selec- =

cionadas.

Resolver el Sistema de Matheron.

Calculo de la ley estimada del panel

Para la estimacion del yacimiento se supone que

el modelo de mina esta dividido en paralelelipedos de
25 x 25 x 10. Fig. No. 6.

4010

I'n

l'u“'ﬂ‘}
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